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Sur la transformation d’Abel-Radon
des courants localement re´siduels
BRUNO FABRE
Abstract. We give in this note a generalisation of the following theorem
of Henkin and Passare (cf. [7] and [8]) : Let be Y an analytic subvariety of
pure codimension p in a linearly p−concave domain U , and ω a meromorphic
q−form (q > 0) on Y ; if the Abel-Radon transform R(ω ∧ [Y ]), which is
meromorphic on U∗, has a meromorphic prolongation to U˜∗ containing U∗,
then Y extends as an analytic subvariety Y˜ of U˜ , and ω as a meromorphic
form on Y˜ . We show the analogous statement when we replace ω ∧ [Y ] by
a current α of a more general type, called locally residual, if α is of bidegree
(N, 1), or (q + 1, 1), 0 < q < N in the particular case where R(α) = 0.
Mathematics Subject Classification (2000) : 32C30, 44A12.
Introduction.
On commence dans les deux premiers paragraphes par introduire les
deux objets que nous utiliserons par la suite, dans un contexte assez ge´ne´ral:
premie`rement, les courants localement re´siduels, et deuxie`ment, la transfor-
mation d’Abel-Radon, dont la transformation d’Abel (cf.[5] et [4]) est un
cas particulier. On montre pour la transformation d’Abel-Radon certaines
proprie´te´s de stabilite´, en particulier que la transformation d’un courant
localement re´siduel est encore un courant localement re´siduel.
Le proble`me principal e´tudie´ dans cette note peut alors se formuler de
la manie`re suivante. On se donne un ouvert de l’espace projectif complexe
IPN , line´airement p−concave, i.e. re´union de p−plans complexes. On peut
donc de´finir la transformation d’Abel-Radon R, qui associe a` un courant de
bidegre´ (r, s) sur U un courant de bidegre´ (r − p, s− p) sur U∗, l’ouvert de
la grassmanienne G(p,N) correspondant aux p−plans contenus dans U . Si
α est un courant localement re´siduel de bidegre´ (N, p) sur U , R(α) est une
n−forme me´romorphe sur U∗ (n = N − p). Alors, si R(α) se prolonge sur
un domaine U˜∗ contenant U∗, peut-on prolonger α dans U˜ comme courant
localement re´siduel ?
Nous donnons la re´ponse positive pour p = 1. On commence par e´tudier,
e´tant donne´e la projection standard φ : D × lCy → D, ou` D est un do-
maine de IPn, la trace φ∗(α) des courants localements re´siduels α a` support
φ−propre. On montre que α peut se reconstruire, comme courant re´siduel,
a` partir de ses traces uk := φ∗(αy
k), k ∈ IN; puis que si les uk se prolongent
me´romorphiquement sur un domaine plus grand D˜, α se prolonge sur D˜× lC
comme courant re´siduel.
On applique ensuite ce the´ore`me pour de´montrer le the´ore`me suivant:
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Si U est un domaine de IPN re´union de droites complexes, et α un courant
localement re´siduel de bidegre´ (N, 1) sur U , si la transformation d’Abel-
Radon de α, me´romorphe sur U∗, se prolonge me´romorphiquement sur un
domaine U˜∗ contenant U∗, alors α se prolonge comme courant localement
re´siduel sur le domaine U˜ := ∪t∈U˜∗∆t contenant U .
Ce the´ore`me est une ge´ne´ralisation du the´ore`me d’Henkin-Passare (cf.
[8] et [7]), qui correspond au cas ou` α est de la forme ω ∧ [Y ], au cas ou`
α est a` ”support non-re´duit”, et re´soud pour N = 2 un proble`me formule´
dans [9]. Ce the´ore`me d’Henkin-Passare est lui-meˆme une ge´ne´ralisation du
the´ore`me de Griffiths, qui correspond au cas ou` la transformation d’Abel-
Radon est nulle. Dans le cas ou` la transformation d’Abel-Radon est nulle, on
peut de´duire du the´ore`me d’injectivite´ d’Henkin-Gindikin ([6]) un the´ore`me
d’extension pour tous les bidegre´s (q+1, 1), 0 < q < N , comme on l’a montre´
dans [3], ge´ne´ralisant ainsi le the´ore`me de Griffiths au cas non re´duit.
On donne une application du the´ore`me d’Henkin-Passare ge´ne´ralise´: e´tant
donne´ un courant localement re´siduel de bidegre´ (N, 1) sur un domaine
U ⊂ IPN line´airement 1-concave, tel que U
∗ est connexe, si U contient un
2−plan, le courant se prolonge a` IPN en un courant localement re´siduel.
On termine par mentionner quelques questions ouvertes naturelles dans
ce contexte. En particulier, on montre la difficulte´ pour ge´ne´raliser le
the´ore`me de Griffiths au cas de courants localement re´siduels de bidegre´s
(q + 2, 2).
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1 Rappels.
Il existe une seule manie`re d’associer a` une varie´te´ diffe´rentiable oriente´e X
de dimension n et a` une n−forme continue a` support compact ω sur X un
nombre
∫
X ω, de sorte que:
i) Pour X fixe´, l’application ω 7→
∫
X ω est line´aire continue;
ii) si X est un point P , affecte´ d’un signe σ, alors
∫
X ω = σω(P );
iii) Si Y est un ouvert de X, a` bord lisse, de bord ∂Y compact, oriente´
d’apre`s l’orientation de Y , contenant le support de dω, alors
∫
Y dω =
∫
∂Y ω.
Soit X une varie´te´ diffe´rentiable de dimension n. Etant donne´ un com-
pact K ⊂ X, on note DK l’espace des fonctions lisses a` support dans K,
muni de la topologie de´finie par les semi-normes pm,K := supK D
m(f) (ou`
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Dm est la de´rive´e m−ie`me de f), avec 0 ≤ m <∞. On de´finit une topologie
sur l’espace D des fonctions lisses a` support compact de la manie`re suivante:
soit Ki une famille croissante de compacts de re´union X. Alors D = ∪iDKi .
On dit que U est un ouvert de D ssi: U ∩ DKi est un ouvert de DKi pour
tout i. Pour cette topologie, une suite de fonctions fn tend vers 0 dans D
si:
i) il existe un compact K contenant le support des fn;
ii) fn tend vers 0 dans DK .
On de´finit de manie`re analogue une topologie sur l’espace Dp des p−formes
lisses a` support compact.
Definition 1 Un courant de degre´ p est une forme line´aire continue sur
Dn−p. Une distribution est un courant de degre´ 0.
Etant donne´ un fonction localement inte´grable f , on lui associe une dis-
tribution [f ] par la formule: [f ](φ) :=
∫
X fφ. On peut multiplier un courant
T par une forme lisse φ, en posant: (φ∧T )(ψ) := T (φ∧ψ). Alors un courant
de degre´ p, dans un syste`me de coordonne´es locales x1, . . . , xn, s’e´crit de
manie`re unique comme T =
∑
I=(i1<...<ip) TIdx
I , avec TI des distributions.
On e´tend les ope´rateurs de de´rivation (ou champs de vecteurs) aux dis-
tributions, de sorte que D[f ] = [Df ] si f est une fonction lisse, et D(fg) =
Df [g] + fDg si f est une distribution et g une fonction lisse. De meˆme, on
e´tend l’ope´rateur diffe´rentielle d, pour les distributions puis pour les courants
: en coordonne´es locales, dT :=
∑
i ∂xiTdxi et d
∑
I TIdx
I :=
∑
I dTI ∧ dx
I .
Soit X un espace analytique complexe re´duit. Alors toute k−forme
diffe´rentiable se de´compose de manie`re unique en k−formes de bidegre´ (p, q),
avec p + q = k: ω :=
∑
p+q ωp,q; on en de´duit que tout courant T de degre´
k se de´compose T =
∑
p+q=k Tp,q, avec Tp,q un courant de bidegre´ (p, q), i.e.
une (p, q)−forme a` coefficients distributions. L’ope´rateur de diffe´rentiation
d se de´compose alors en somme : d = ∂ + ∂, de sorte que ∂ associe a` toute
forme (resp. courant) de bidegre´ (p, q) une forme (resp. courant) de bidegre´
(p + 1, q), et ∂ associe a` toute forme (resp. courant) de bidegre´ (p, q) une
forme (resp. courant) de bidegre´ (p, q + 1).
2 Courants localements re´siduels.
2.1 Valeur principale et re´sidu.
Soit X une varie´te´ analytique.
Etant donne´ une fonction me´romorphe f sur X, on a une distribution
[f ] bien de´finie en dehors de son ensemble polaire T . Si f est localement
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inte´grable, cette distribution s’e´tend de manie`re canonique en distribution
sur X, comme on l’a vu dans le cas diffe´rentiable. Si f n’est pas localement
inte´grable, le fait que f est me´romorphe permet de montrer l’existence d’un
prolongement, comme courant. Mais on ne sait pas a priori faire un choix
”canonique” parmi tous les prolongements possibles. Herrera et Liebermann
ont montre´ dans [10] le the´ore`me suivant :
Lemme 1 Soit g une fonction holomorphe qui s’annule sur le poˆle de f .
Alors limǫ→0
∫
g=ǫ fφ et limǫ→0
∫
g>ǫ fφ existent pour φ a` support compact,
et de´finissent des courants, note´s respectivement [f ] et ResT (f). De plus,
ResT (f) = ∂[f ].
De manie`re ge´ne´rale, si ψ est une forme lisse, et on notera [ψf ] := ψ[f ].
Soit χ(x) : IR+ → IR+ une fonction continue et croissante telle que
χ(x) = 0 au voisinage de 0 et χ(x) = 1 pour x ≥ 1, et soit g une fonction
holomorphe s’annulant sur l’ensemble polaire de f . Alors, on de´duit de ce
qui pre´ce`de : limǫ→0 χ(g/ǫ)[f ] = [f ] dans l’espace des distributions.
Definition 2 Une distribution α sur X est dite d’extension standard si
pour tout fonction holomorphe g non nulle sur un domaine U de X, et pour
toute fonction lisse χ(x) : IR+ → IR+ croissante telle que χ(x) = 0 au
voisinage de 0 et χ(x) = 1 pour x ≥ 1, limǫ→0 χ(g/ǫ)α = α dans U .
Alors, ce qui pre´ce`de montre que la distribution [f ] est d’extension stan-
dard.
Donc :
Lemme 2 Soit α un courant de bidegre´ (q, 0). Supposons que :
i) α est ∂−ferme´ en dehors d’une hypersurface complexe.
ii) α est d’extension standard.
Alors, α = [ω] pour une certaine q−forme me´romorphe ω.
Remarque 1 L’autre proprie´te´ caracte´ristique de la valeur principale est la
suivante : si D est une de´rivation holomorphe, et f une fonction me´romorphe,
alors Df est encore me´romorphe, et [Df ] = D[f ].
On suppose maintenant X un espace analytique re´duit. Herrera et
Lieberman ([10]) on montre´ aussi dans ce cas l’existence du courant ”valeur
principale” et du courant re´sidu associe´.
Definition 3 La q−forme me´romorphe ω sur X est dite abe´lienne si le
courant [ω] sur Y est ∂−ferme´.
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Soit ω une q−forme holomorphe, en dehors d’une hypersurface T de
X, contenant Sing(X). On a vu que si ω est me´romorphe (i.e. admet un
prolongement me´romorphe a` X), le courant [ω] se prolonge a` X. Henkin et
Passare ont montre´ dans [8] la re´ciproque :
Lemme 3 Si le courant [ω] sur X −T se prolonge en un courant α sur X,
ω est me´romorphe sur X. De plus, si ∂α = 0, alors ω est abe´lienne.
Remarque 2 Il existe en ge´ne´ral des courants ∂−ferme´s de bidegre´ (q, 0)
a` support dans Sing(X).
2.2 Courants localement re´siduels de codimension quelconque.
Soit X une varie´te´ analytique de dimension n.
Supposons donne´e (f1, . . . , fp, fp+1) une suite re´gulie`re de fonctions holo-
morphes sur X (i.e. f1 = . . . = fp = g est un sous-ensemble analytique de
U de codimension p + 1). Alors on peut montrer (cf. [12]) que les limites,
pour φ lisse a` support compact :
lim
t→0
∫
f1=tǫ1,...,fp=tǫp
φ/(f1 . . . fp),
et
lim
t→0
∫
g≥tǫp+1,f1=tǫ1,...,fp=tǫp
φ/(f1 . . . fpg)
existent et sont inde´pendantes de ǫ := (ǫ1, . . . , ǫp) ∈ IR
p
+ (resp. ǫ
′ :=
(ǫ1, . . . , ǫp+1) ∈ IR
p+1
+ ,) en dehors d’un ensemble de mesure nulle; et que
de plus, ces limites de´finissent des courants, note´s ∂[1/f1] ∧ . . . ∧ ∂[1/fp] et
[1/g]∂ [1/f1]∧. . .∧∂[1/fp], de bidegre´s (0, p). Un tel courant, e´ventuellement
multiplie´ par une q−forme holomorphe, s’appelera courant re´siduel de codi-
mension p.
Remarque 3 On sait que sous certaines conditions relatives au ”front
d’onde”, on peut multiplier les distributions. Il serait inte´ressant de savoir
si, dans le cas ou` f1, . . . , fp, g forment une suite re´gulie`rede fonctions holo-
morphes, on peut multiplier les distributions ∂z1 [1/f1], . . . , ∂zp [1/fp], [1/g].
Les notations pre´ce´dentes se trouveraient alors parfaitement justifie´es.
De plus, on a :
i) ∂([1/g]∂[1/f1] ∧ . . . ∧ ∂[1/fp]) = ∂[1/g] ∧ ∂[1/f1] ∧ . . . ∧ ∂[1/fp]. En
particulier, ∂[1/f1] ∧ . . . ∧ ∂[1/fp] est ∂−ferme´.
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ii) On a : fi[1/g]∂ [1/f1] ∧ . . . ∧ ∂[1/fp] = 0. En particulier, le support
est contenu dans {f1 = . . . = fp = 0}.
iii) Si le support d’un courant re´siduel de codimension p est de codimen-
sion p+ 1, alors il est nul.
On en de´duit :
Lemme 4 Le support d’un courant re´siduel de codimension p est un en-
semble analytique de codimension pure p.
Definition 4 Si un courant est re´siduel au voisinage de tout point, il s’appellera
localement re´siduel (l.r.).
Pour re´sumer :
i) Un courant l.r. de bidegre´ (q, 0) est la valeur principale associe´e a` une
q−forme me´romorphe.
ii) Etant donne´ un courant l.r. α ∂−ferme´ de bidegre´ (q, p), il s’e´crit
localement sous la forme ω ∧ ∂[1/f1] ∧ . . . ∧ ∂[1/fp], avec ω une q−forme
holomorphe. On peut le multiplier par un courant de la forme [g], ou` g
est une forme me´romorphe dont le poˆle coupe le support de α proprement.
Alors, ∂([g]α) = ∂[g] ∧ ∂α est un courant l.r. de codimension p+ 1.
Soit α un courant l.r. de bidegre´ (q, p).
Definition 5 L’ensemble polaire de α est le support de ∂α.
En dehors de l’ensemble polaire de α (qui est un ensemble analytique de
codimension p + 1), α s’e´crit localement sous la forme ω ∧ ∂[1/f1] ∧ . . . ∧
∂[1/fn], avec ω une q−forme holomorphe.
Si p = n = dim(X),, et ω une n−forme holomorphe, f1, . . . , fn n fonc-
tions holomorphes se coupant dans un ensemble fini de points (Pi). Alors, le
courant ω ∧ ∂[1/f1]∧ . . .∧ ∂[1/fn] peut se calculer sur la fonction constante
1; on obtient:
ω ∧ ∂[1/f1] ∧ . . . ∧ ∂[1/fn](1) =
∑
Pi
ResPiω/f1 . . . fn,
ou` Res est le re´sidu ponctuel de Grothendieck, comme on le voit en e´crivant
la de´finition du courant.
D’apre`s J.-E. Bjo¨rk ([1]), on peut caracte´riser les courants l. r. ∂−ferme´s
sur X de la manie`re suivante. Soit α un courant de bidegre´ (q, p). On
suppose :
1) α a` support dans un ensemble analytique Z de codimension pure p;
2) ∂α = 0,
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3) IZα = 0, i.e. pour tout germe en z ∈ Z fz de fonction holomorphe au
voisinage de z, fzα = 0 au voisinage de z;
4) α est d’extension standard, c’est-a`-dire que pour toute fonction holo-
morphe g dans un voisinage ouvert Uz d’un point z ∈ Z, telle que g ne
s’annule sur aucune composante irre´ductible de Uz∩Z, et tout χ : IR
+ → IR+
croissante nulle dans un voisinage de 0 et e´gale a` 1 pour x assez grand, on
a limǫ→0 χ(g/ǫ)α = α sur Uz.
Alors α est l. r., s’e´crit donc dans un voisinage Uz d’un point arbitraire
z ∈ U sous la forme ω∧∂[1/f1]∧. . .∧∂[1/fp], avec ω une q−forme holomorphe
et f1, . . . , fp des fonctions holomorphes formant une suite re´gulie`re sur Uz.
On voit plus ge´ne´ralement que la caracte´risation reste valide si l’on rem-
place la deuxie`me condition par :
2’) α est ∂−ferme´ en dehors d’un sous-ensemble analytique de codimen-
sion p+ 1.
Soit Y un sous-ensemble analytique deX. Soit ω une q−forme me´romorphe
sur Y ; on a vu ci-dessus qu’on peut de´finir le courant valeur principale [ω]
sur Y . Alors le courant ω ∧ [Y ], est de´fini par ω ∧ [Y ](φ) := [ω](i∗(φ)), avec
i l’inclusion i : Y ⊂ X.
Lemme 5 Soit Y un ensemble analytique de dimension pure. Le courant
ω ∧ [Y ] est l. r. .
De´monstration.
Si Y est de codimension 1, c’est un re´sultat classique : ω est le re´sidu de
Poincare´-Leray d’une (q + 1)−forme me´romorphe Ψ sur X a` poˆle logarith-
mique sur Y . Si on e´crit Ψ = Ψ′/g, avec g coupant Y transversalement et Ψ′
holomorphe en dehors de Y , on a : ω ∧ [Y ] = [1/g]∂[Ψ′]. Supposons qu’on
ait montre´ le lemme pour Y de codimension p− 1. Alors, localement, Y est
contenu dans un ensemble analytique Y ′ de codimension p−1, et le courant
[ω] sur Y de´finit un courant sur Y ′. On a donc : ω∧ [Y ] = [1/g]∂(Ψ′∧ [Y ′]),
avec Ψ′ une certaine forme me´romorphe sur Y ′. Mais on sait que Ψ′ ∧ [Y ′]
est l.r. . g e´tant une fonction me´romorphe coupant Y proprement, il en est
de meˆme de [1/g]∂(Ψ′ ∧ [Y ′]) = ω ∧ [Y ].
3 Transformation d’Abel-Radon.
3.1 Image directe d’un courant.
Soit un morphisme analytique φ : Y → X entre deux varie´te´s analytiques
complexes de dimension pure, avec dim(Y ) = dim(X)+p. On peut associer a`
tout courant α de bidegre´ (r, s) sur Y , tel que la restriction de φ au support
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Supp(α) de α est propre, un courant φ∗(α) (l’image directe de α par φ)
de meˆme bidimension sur X, donc de bidegre´ (r − p, s − p), par la formule
φ∗(α)(ψ) := α∧φ
∗(ψ)(1). Le membre de droite est bien de´fini, car le courant
α ∧ φ∗(ψ) est a` support compact, et peut donc s’e´tendre de manie`re unique
en forme line´aire continue sur les formes lisses (avec la topologie de´finie par
les semi-normes pm,K).
Si r < p ou s < p, l’image directe est nulle. De plus, comme φ est analy-
tique, φ∗ commute avec l’ope´rateur ∂ sur les courants a` support φ−propre.
En effet φ∗(∂α)(ψ) = ∂α(φ
∗(ψ)) = α(∂φ∗(ψ)) soit comme ∂φ∗(ψ) = φ∗(∂ψ),
∂(φ∗(α))(ψ).
Supposons maintenant Y := X × F , avec F une varie´te´ analytique de
dimension p, X une varie´te´ analytique de dimension n, et φ : Y → X la
projection standard.
On de´finit les formes verticales sur Y , de la manie`re suivante. Une forme
ψ est verticale si, e´tant donne´ des coordonne´es locales y1, . . . , yp sur un
ouvert V F et des coordonne´es locales x1, . . . , xn sur un ouvert U X, la forme
s’e´crit localement sur U ×V sous la forme
∑
I,J ψI,Jdy
I ∧ dyJ , avec ψI,J des
fonctions sur U × V ; on pose comme d’habitude dyI := dyi1 ∧ . . .∧ dyiq . En
particulier, les indices de degre´ d’une telle forme sont infe´rieurs a` p.
Soit maintenant ψ une forme sur Y de bidegre´ (r, s) arbitraire. On se
place au-dessus d’un ouvert U de X, avec des coordonne´es x1, . . . , xn. ψ
s’e´crit de manie`re unique sous la forme : ψ =
∑
I,J⊂{1,...,n} ψI,Jdx
I ∧ dxJ ,
ou` les ψI,J sont des formes verticales. Comme les indices de degre´ de ψI,J
sont infe´rieurs a` p, les multiindices I et J intervenant dans la somme sont
ne´cessairement de longueur respectivement supe´rieures a` r′ := r− p et s′ :=
s− p. Si r < p, ou s < p, on a vu que φ∗([ψ]) = 0. Supposons r, s ≥ p.
ψ =
∑
I=(i1,...,ir′),i1<...<ir′ ,J=(j1,...,js′),j1<...<js′
ψI,Jdx
I ∧ dxJ + ψ′,
ou` ψ′ regroupe les termes correspondant a` card(I) > r′ ou card(J) > s′.
On a vu que φ∗([ψ
′]) = 0. On en de´duit :
φ∗(ψ) =
∑
I,J,card(I)=r′,card(J)=s′
φ∗(ψI,J)dx
I ∧ dxJ ,
ou` ψI,J sont des formes verticales de bidegre´ (p, p).
Il reste donc a` calculer φ∗(ψ), pour ψ verticale de bidegre´ (p, p). Soit
dans ce cas ψx la forme sur F obtenue pour une valeur x fixe´e. Alors, d’apre`s
le the´ore`me de Fubini, µ(x) :=
∫
F ψx est inte´grable et :∫
X×F
ψ ∧ f(x)dx ∧ dx =
∫
X
f(x)dx ∧ dx
∫
F
ψx.
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En particulier, si ψ est inte´grable, on voit donc que le courant φ∗(ψ) est
repre´sente´ par la fonction inte´grable µ(x) :=
∫
F ψx. Si ψ est de classe C
k a`
support compact, on a (cf. par exemple Schwartz,[13]) µ(x) :=
∫
F ψx est de
classe Ck. On en de´duit, pour tous les bidegre´s :
Lemme 6 Si ψ est de classe Ck, φ∗(ψ) est de classe C
k.
Supposons (r, s) = (N, p). Alors ψ s’e´crit sur U × F de manie`re unique
ψ = ψ′∧dx, avec dx := dx1∧ . . .∧dxn (n := dim(X)) et ψ
′ une (p, p)−forme
verticale. On a vu que : φ∗(ψ) =
∫
F ψ
′
xdx. Remarquons que ψ
′
x peut
aussi s’e´crire le re´sidu de Poincare´-Leray resFxψ/((X1 − x1) . . . (Xn − xn))
(Fx := φ
−1(x)), avec pour P ∈ Y , Xi(P ) := xi(φ(P )).
Soit maintenant α un courant l. r. de bidegre´ (N, p) sur Y . Pour tout
point z ∈ Y , on a donc un voisinage ouvert Uz de z, tel que sur Uz on ait :
α = [ω/gz] ∧ ∂[1/f1z] ∧ . . . ∧ ∂[1/fpz], ou` ω est une N−forme holomorphe,
et (f1z, . . . , fpz, gz) une suite re´gulie`re de fonctions holomorphes sur Uz.
On suppose que la restriction de φ au support Z de α est propre. Donc
la fibre Fx = φ
−1(x) coupe Z en un nombre fini de points Pi(x) := (x, yi(x)).
De ce qui pre´ce`de on de´duit le lemme suivant, qui nous servira par la
suite:
Lemme 7 φ∗(α) est une n-forme me´romorphe sur X; sur U , en coor-
donne´es locales x1, . . . , xn, φ∗(α) = µ(x)dx. On a, en dehors de l’hypersurface
φ(Pol(α)) de X :
µ(x) = Res(α/(X1 − x1) . . . (Xn − xn))(1),
ou` Res(α/h1 . . . hn est de´fini localement par la formule:
Res(α/(X1 − x1) . . . (Xn − xn) := Resω/(f1 . . . fp(X1 − x1) . . . (Xn − xn)).
On peut encore e´crire : µ(x) =
∑
iResPi(x)ω
′
x/f1 . . . fp, ou` ω
′ est la p−forme
verticale telle que ω = ω′ ∧ dx, les Pi(x) sont les points d’intersection
de la fibre Fx avec le support de α, et ResPi(x) est le re´sidu ponctuel de
Grothendieck.
De´monstration.
Plac¸ons-nous au-dessus d’un ouvert de X ′ := X − φ(Pol(α)), ayant des co-
ordonne´es locales x1, . . . , xn. Alors, e´crivons α := α
′∧dx, avec α′ un courant
vertical (un courant e´tant une forme a` coefficients distributions, on a une
de´finition analogue a` celle donne´e pour les formes. Alors, α′ est un courant
vertical ∂−ferme´ de bidegre´ (p, p) a` support φ−propre. Donc : φ∗(α
′) est
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la fonction holomorphe de´finie par
∫
Fx
α′. Mais, d’apre`s ce qu’on a vu, si α′
est donne´ localement aux points par Resf1,...,fpω
′/f1 . . . fp, alors :
∫
Fx
α est
la somme des re´sidus ponctuels. Donc φ∗(α) est une n−forme holomorphe
sur X ′, donne´e localement par µ(x)dx, et µ(x) =
∑
iResPi(x)ω
′/f1 . . . fp.
De plus, comme φ∗(α) reste d’extension standard, c’est un courant valeur
principale, a` poˆle dans φ(Pol(α)).
On a calcule´ l’image directe d’une forme lisse ou d’un courant l. r. a`
support φ−propre pour une projection φ.
Supposons maintenant qu’on ait comme morphisme analytique φ : Y →
X une submersion, d’un espace analytique re´duit Y sur une varie´te´ ana-
lytique X de dimension n. Cela signifie que φ est localement trivialisable,
i.e. qu’il existe pour tout point z ∈ Y un voisinage ouvert Uz et un biholo-
morphisme µz : Dp(z) × Vz ≃ Uz, tel que φ = π ◦ µ
−1
z , avec π la projection
naturelle π : Dφ(z) × Vz → Dφ(z), et Dφ(z) un voisinage ouvert de φ(z). Si
y ∈ Y est un point re´gulier, cela revient a` dire la diffe´rentielle dφy est de
rang maximum n, d’aprs` le the´ore`me des fonctions implicites.
Soit α un courant sur Y tel que la restriction de φ sur le support de α
est propre.
Lemme 8 Si α = [ψ], avec ψ une forme de classe Ck, φ∗(α) = [ρ], avec ρ
une forme de classe Ck.
De´monstration.
On conside`re un recouvrement d’ouverts relativement compacts (Ui)i∈I de
Y par des ouverts sur lesquels φ est trivialisable. On se donne une partition
de l’unite´ associe´e χi.
Soit ψ une forme Ck sur Y , φ−propre. On a : ψ =
∑
i∈I ρχi, et donc
φ∗(ψ) =
∑
i∈I φ∗(χiψ). La somme est bien de´finie, car pour tout point
x ∈ X, il existe un voisinage Ux relativement compact, tel que φ
−1(Ux) ∩
supp(ψ) est compact, donc au-dessus de Ux
∑
i∈I ψχi est e´gale a` une somme
finie
∑
i∈J ψχi, et sur Ux l’image directe est la somme des images directes.
Chaque terme de la somme est Ck, d’apre`s ce qu’on a vu pour les projections;
donc la somme est de classe Ck.
On se donne maintenant un morphisme analytique φ : Y → X entre deux
espaces analytiques de dimension pure X et Y , avec dim(Y ) = dim(X) + p.
On suppose qu’il existe un sous-ensemble analytique S d’inte´rieur vide, telle
que φ−1(S) est aussi d’inte´rieur vide et φ : Y − φ−1(S) → X − S est une
submersion.
On conside`re un courant l. r. α sur Y , tel que la restriction de φ au
support de α est propre.
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Lemme 9 Supposons α l. r. de bidegre´ (q + p, p) sur Y , d’ensemble po-
laire Pol(α). Alors φ∗(α) est de la forme [ω], sur X, avec ω une q−forme
me´romorphe a` poˆle contenu dans φ(Pol(α)) ∪ Sing(X). Si α est ∂−ferme´,
ω est abe´lienne sur X.
De´monstration.
Premie`rement, en dehors de φ(Pol(α)) ∪Sing(Y ), φ∗(α) est l’image directe
d’un courant de bidegre´ (q+ p, p) ∂−ferme´. C’est donc un courant ∂−ferme´
de bidegre´ (q, 0), donc une q−forme holomorphe.
D’apre`s le lemme [8], cette forme holomorphe s’e´tend sur T en une forme
me´romorphe ω. De plus, si α est ∂−ferme´, alors φ∗(α) est ∂−ferme´; il en
est donc de meˆme de [ω].
Remarque 4 Supposons dim(X) = dim(Y ), et φ : Y → X propre. Si
α = [ψ] pour une forme me´romorphe ψ sur X, la forme me´romorphe ω telle
que φ∗([ψ]) = [ω] s’appelle la trace de ω pour φ, et se note encore φ∗(ψ). Si
ψ est abe´lienne, φ∗(ψ) l’est aussi.
Lemme 10 Supposons S = ∅, i.e. φ : Y → X est une submersion. Alors,
si α est l. r. de bidegre´ (r, s), a` support φ−propre, φ∗(α) est l. r. de bidegre´
(r − p, s− p).
De´monstration.
Soit β := φ∗(α). D’apre`s le the´ore`me de Remmert, si Z est le support de
α, Z ′ := φ(Z), qui est le support de β, est un sous-ensemble analytique de
X. Alors, IZ annule α, donc IZ′ annule β. On ve´rifie e´galement que β est
∂−ferme´ sur un ouvert de Zariski dense de Z ′. Enfin, l’image directe d’un
courant d’extension standard par une submersion reste d’extension standard.
Ces trois proprie´te´s suffisent d’apre`s ce qu’on a vu pour caracte´riser les
courants l. r. . On en de´duit que φ∗(α) est l. r. .
3.2 Image inverse d’un courant par une submersion.
Soit φ : X → Y une submersion analytique; l’image directe d’une forme
lisse a` support compact est une forme lisse a` support compact. On de´finit
alors l’image inverse d’un courant β sur X par (φ∗(β), ψ) := (β, φ∗(ψ)). On
ve´rifie φ∗(β ∧ ψ) = φ∗(β) ∧ φ∗(ψ) pour une forme lisse ψ. De plus :
Proposition 1 Si β est un courant l. r., φ∗(β) l’est aussi, et le re´sidu
commute avec l’image inverse :
φ∗([1/g] ∧ ∂[1/f1]∧ . . . ∧ ∂[1/fk]) = [1/φ
∗(g)]∂[1/φ∗(f1)]∧ . . . ∧ ∂[1/φ
∗(fk)].
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De´monstration.
D’abord, φ∗(f1), . . . , φ
∗(fk), φ∗(g) forment toujours une suite re´gulie`re, puisque
la codimension de φ∗(f1) = . . . , φ
∗(fk) = φ∗(g) = 0 est la meˆme que celle
de f1 = . . . = fk = g = 0. Il suffit de ve´rifier la proposition lorsque φ
est une projection, puisqu’une submersion est localement e´quivalente a` une
projection. Soit ψ une forme lisse a` support compact sur Y = F ×X. On
obtient :∫
F×X
[1φ∗(g)]∂[1/φ∗(f1)] ∧ . . . ∧ ∂[1/φ
∗(fp)] ∧ ψ =
∫
X
[1/g] ∧ ∂[1/f1] ∧ . . . ∧ ∂[1/fp] ∧
∫
Fx
ψ,
en e´crivant les de´finitions, par la formule de Fubini ge´ne´ralise´e.
On a de plus :
Lemme 11 Soit φ : Y → X une submersion. Soit Z un sous-ensemble
analytique de X. Soit ω une forme me´romorphe sur Z. Alors : φ∗(ω∧[Z]) =
φ∗(ω) ∧ [φ−1(Z)].
3.3 Transformation d’Abel-Radon.
On se donne les objets suivants :
i) Un espace analytique re´duit X de dimension pure N .
ii) Un espace de parame`tres T , espace analytique re´duit de dimension
pure.
iii) Une varie´te´ d’incidence I ⊂ T×X, sous-ensemble analytique, avec les
projections naturelles p1 : I → T et p2 : I → X et les proprie´te´s suivantes:
1) I est de dimension pure dim(T ) + p.
2) La projection p1 : I → T est propre, et telle qu’il existe un sous-
ensemble analytique S ⊂ T d’inte´rieur vide, tel que p1
−1(S) est encore
d’inte´rieur vide, et que la restriction de p1 a` I−p1
−1(S) est une submersion.
3) La projection p2 : I → X est une submersion.
Cette troisie`me condition nous permet de de´finir, comme on l’a vu ci-
dessus, l’image inverse p2
−1(α) d’un courant α sur X. Comme p1 est propre,
on peut prendre l’image directe de ce courant par p1, qui est par de´finition
la transforme´e d’Abel-Radon de α:
Definition 6
R(α) = p1∗(p2
∗(α)).
La transformation associe donc a` un courant de bidegre´ (r, s) un courant
de bidegre´ (r − p, s− p).
Soit Y un sous-ensemble analytique de X de codimension pure p. Alors,
posons IY := p
−1
2 (Y ) ⊂ I. IY de´finit une famille de ze´ros-cycles sur Y ,
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avec les deux projections π1 : IY → T et π2 : IY → Y . On peut de´finir
la transformation d’Abel d’une forme me´romorphe ω sur Y , par A(ω) :=
π1∗(π
∗
2(ω)), qui est une forme me´romorphe sur T (cf.[4]). Alors :
Proposition 2 A(ω) = R(ω ∧ [Y ]).
De´monstration.
On a p2
∗(ω ∧ [Y ]) = p∗2(ω) ∧ [IY ]). De plus, p1∗(ψ ∧ [IY ]) = p1IY ∗(ψ), avec
ψ := p∗2(ω).
Lemme 12 R commute avec les ope´rateurs d, ∂, ∂.
De´monstration.
On a de´ja` vu que les ope´rateurs d, ∂, ∂ = d− ∂ sur les courants commutent
avec l’image directe par une application holomorphe propre. On a vu aussi
que ces ope´rateurs sur les courants commutent avec l’image inverse par une
submersion analytique.
Corollaire 1 Supposons α une courant ∂−ferme´ de bidegre´ (q+p, p). Alors
R(ω) de´finit une q−forme abe´lienne sur T .
Proposition 3 Supposons p1 : I → T une submersion. Si α est un courant
l. r., alors R(α) est encore un courant l. r. .
De´monstration.
On a vu que l’image inverse par une submersion d’un courant l. r. reste
localement re´siduel, de meˆme que pour l’image directe.
3.4 Un the´ore`me d’extension.
Soit D un domaine d’une varie´te´ analytique X. On conside`re la projection
standard φ : D × lC→ D.
On se donne sur U := D× lC un courant α re´siduel de bidegre´ (n+1, 1),
∂−ferme´. On a donc une (n + 1)−forme me´romorphe ψ sur U , telle que
α = ∂[ψ]. On suppose que la restriction de φ au support de α est propre.
Comme la restriction de φ au support de α est propre, on peut de´finir le
courant image directe φ∗(α).
Sur un ouvert U de X avec des coordonne´es locales x1, . . . , xn, on note
dx := dx1 ∧ . . . ∧ dxn, et dx := dx1 ∧ . . . ∧ dxn.
On de´finit la 1−forme me´romorphe verticale ω telle que ψ = ω ∧ dx; on
note ωz sa restriction sur Fz := φ
−1(z) Alors, ce qui pre´ce`de montre que :
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Lemme 13 Sur U , φ∗(αy
k) = uk(x)dx, avec uk une fonction holomorphe,
de´finie par : uk(x) =
∑
Resyi(x)ωx, ou` les points yi(x) sont les poˆles de ωx
sur Fx, et ou` Res de´signe le re´sidu classique d’une 1−forme me´romorphe
dans lC.
Lemme 14 Supposons que pour tout k ≥ 0, on ait uk(x) = 0. Alors,
α = 0.
De´monstration.
En effet, supposons que α soit non nul. Alors ψ est me´romorphe, et pour
un x ge´ne´rique, ωx est aussi me´romorphe. On ne peut donc pas avoir :∑
yi(x) resyi(x)ωxy
k = 0 pour tout k.
Conside´rons le corps K des fonctions me´romorphes sur D. On peut mul-
tiplier le courant l.r. α, a` support φ−propre, par n’importe quelle fonction
me´romorphe Q ∈ K[y], puisque le poˆle de Q coupe le support de α propre-
ment. L’ensemble des Q tels que Qα = 0 forme un ide´al dans l’anneau prin-
cipalK[y], est donc engendre´ par un e´le´ment P = yd+a1(x)y
d−1+. . .+ad(x),
de degre´ minimal d.
Lemme 15 Les fonction me´romorphes ai(x) sont en fait holomorphes.
De´monstration.
En effet, soit D′ ⊂ D l’ouvert de Zariski sur lequel toutes les ai sont holo-
morphes. Au-dessus de D′, on a Supp(α) = {P = 0}. Supposons D′ 6= D.
Alors, soit x ∈ D−D′, et Ux un voisinage ouvert de x relativement compact
dans D. Alors φ−1(Ux) ∩ Supp(α) ne serait pas compact, ce qui contredit
l’hypothe`se.
En prenant l’image directe par φ de ykP (x, y)α = 0, on obtient :
Lemme 16 On a uk+d(x) + a1(x)uk+d−1(x) + . . . + ad(x)uk(x) = 0 pour
tout entier k ≥ 0.
Soit la fonction holomorphe r(x, y) := yd−1u0(x)+y
d−2(u1(x)+a1(x)u0(x))+
. . . + (ud−1(x) + a1(x)ud−2(x) + . . .+ ad−1(x)u0(x)).
Alors :
Lemme 17 α = ∂[r(x, y)dx ∧ dy/P (x, y)].
De´monstration.
Conside´rons la se´rie formelle ψ :=
∑
k≥0 uk(x)/y
k+1. D’apre`s le lemme
pre´ce´dent, on a l’e´galite´ formelle : P (x, y)ψ = r(x, y). D’autre part, con-
side´rons la fonction me´romorphe : r(x, y)/P (x, y). Pour x fixe´, on peut
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re´duire la fraction rationnelle en e´le´ments simples, et de´velopper en puis-
sances de 1/y. On obtient donc une se´rie, qui converge uniforme´ment pour
y ≥ R(x) > maxi yi(x). Les coefficients obtenus doivent eˆtre e´gaux aux
uk(x).
Soit β := ∂[r(x, y)dx ∧ dy/P (x, y)]. D’apre`s le lemme 13 pre´ce´dent, on
a φ∗(βy
k) = vk(x)dx, avec vk(x) :=
∑
yi(x) resyi(x)r(x, y)y
k/P (x, y)dy pour
tout k ≥ 0, soit encore, pour un R(x) assez grand :
1/2iπ
∫
y=R(x)
r(x, y)yk/P (x, y)dy.
L’inte´grande vaut encore, comme on vient de voir,
∑
j≥0 uk(x)/y
j+1−k, et la
somme converge uniforme´ment pour y = R(x). L’inte´grale de la somme est
donc la somme des inte´grales; un seul terme est non nul, c’est uk(x). On a
donc finalement φ∗(βy
k) = uk(x)dx, pour tout k ≥ 0. D’apre`s le lemme 14,
on obtient α = β.
Lemme 18 Le de´terminant de la matrice M = (ud+i−j−1(x))1≤i,j≤d est
non identiquement nul.
De´monstration.
Supposons que le de´terminant soit identiquement nul. On conside`re la
matrice comme un endomorphisme de Kd, ou` K est le corps des fonc-
tions me´romorphes sur D. Si le de´terminant est nul, on a un vecteur
propre associe´ a` la valeur propre nulle. On a donc une relation line´aire
b1(x)ud−1+k(x)+ . . .+ bd(x)uk(x) = 0, pour k = 0, . . . , d− 1. Mais alors, les
e´quations uk+d(x) + a1(x)uk+d−1(x) + . . . + ad(x)uk(x) = 0, valables pour
tout k, impliquent que b1(x)ud−1+k(x) + . . . + bd(x)uk(x) = 0 reste valide
pour k ≥ d. Mais cela implique
φ∗(y
k(b1(x)y
d−1 + . . . + bd(x))α) = 0,
pour tout k ≥ 0. On en de´duit que (b1(x)y
d−1 + . . . + bd(x))α = 0. Cela
implique que (b1(x)y
d−1(x) + . . .+ bd(x)) est multiple de P (x, y), ce qui est
impossible, car le polynoˆme en y P (x, y) est de degre´ d.
Remarque 5 Dans le cas ou` le support de α est ”re´duit”, on peut calculer
le de´terminant de la manie`re suivante. Supposons α := ω ∧ [Y ], ou` Y est
le support de α et ω une n−forme me´romorphe sur Y . On peut e´crire ωi =
fi(x)dx, sur les diffe´rentes composantes Yi de Y au-dessus d’un voisinage
ouvert de x0 ∈ D. Alors, le de´terminant s’e´crit
Πi<j(yi(x)− yj(x))
2Πdi=1fi(x).
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The´ore`me 1 Supposons que dans la situation pre´ce´dente, tous les uk(x) se
prolongent me´romorphiquement a` un domaine D˜ contenant D. Alors, α se
prolonge a` un courant l. r. α˜ de´fini sur D˜× lC, et sans composante verticale,
i.e. son support, ne contient pas d’hypersurface de la forme φ−1(H),H ⊂ D˜.
De´monstration.
On conside`re les e´quations uk+d(x) + a˜1uk+d−1(x) + . . .+ a˜duk(x) = 0, soit
encore: a˜1uk+d−1(x) + . . . + a˜duk(x) = −uk+d(x), ou` on conside`re les a˜i
comme des inconnues. On e´crit les e´quations pour k = 0, . . . , d − 1. On
obtient un syste`me carre´ d’e´quations line´aires, a` coefficients dans le corps
K des fonctions me´romorphes sur D˜.
Le lemme ci-dessus montre que le de´terminant du syste`me est non iden-
tiquement nul sur D, donc, comme il est me´romorphe sur D˜, il n’est pas
non plus identiquement nul sur D˜. Il admet donc des solutions a˜i uniques,
qui doivent donc co¨ıncider avec ai sur D (qui sont les solutions uniques du
syste`me sur D).
On prolonge donc P (x, y), ainsi que r(x, y), en fonctions me´romorphes
P˜ et r˜ sur D˜ × lC. Conside´rons le courant ∂[r˜(x, y)/P˜ (x, y)dx ∧ dy]. C’est
un courant re´siduel sur D˜× lC, qui co¨ıncide avec α sur D× lC, et qui est sans
composante verticale.
Remarquons la possibilite´, meˆme si les uk(x) se prolongent en fonctions
holomorphes, que les prolongements a˜i(x) sur D˜ des coefficients ai(x) holo-
morphes sur D soient me´romorphes sur D˜.
Le lemme suivant est une variante du lemme 3 ci-dessus, variante qui
nous sera utile par la suite.
Lemme 19 Soit Y une hypersurface analytique de D × lC, telle que la re-
striction de φ : D × lC → D a` Y soit propre. Soit Z un sous-ensemble ana-
lytique de Y d’inte´rieur vide dans Y . α un courant l.r. de bidegre´ (n+1, 1)
sur D× lC−Z, a` support dans Y −Z, ∂−ferme´. Si pour tout k ≥ 0, uk(x) se
prolonge me´romorphiquement a` travers Z ′ := φ(Z), alors α se prolonge de
manie`re unique en un courant l. r. β a` travers Z. Si les uk se prolongent
holomorphiquement, β est ∂−ferme´.
De´monstration.
On associe a` α comme ci-dessus le polynoˆme P (x, y) := yd + a1(x)y
d−1 +
. . . + ad(x), dont les coefficients sont holomorphes sur D − Z
′. Le support
de α dans D − Z, d’e´quation {P (x, y) = 0}, est contenu dans Y . Donc
son adhe´rence dans D × lC est une re´union de composantes de Y . On en
de´duit que les ai(x) se prolongent holomorphiquement dans D. On de´finit
e´galement comme ci-dessus la fonction r(x, y) := yd−1u0(x) + y
d−2(u1(x) +
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a1(x)u0(x)) + . . . + (ud−1(x) + a1(x)ud−2(x) + . . . + ad−1(x)u0(x)), avec
α = ∂[r(x, y)/P (x, y)dx ∧ dy] sur (D − Z ′) × lC. Si les u0, . . . , ud−1 se pro-
longent holomorphiquement, r(x, y) d’apre`s son expression se prolonge aussi
holomorphiquement, et α˜ := ∂[r˜dx∧dy/P˜ ] est un prolongement ∂−ferme´ de
α sur D×lC, a` support dans Y , et co¨ıncide avec α en dehors de Z. Supposons
que les uk se prolongent me´romorphiquement a` travers Z
′. Soit x0 ∈ Z
′.
Soit G(x) un fonction holomorphe en x0 telle que Guk(0 ≤ k ≤ d−1) soient
holomorphes dans un voisinage ouvert Ux0 de x0. Alors Gr se prolonge
holomorphiquement, soit R(x, y) sur Ux0 × lC. Alors 1/G∂[R/P˜ ] est un pro-
longement l.r. de α sur Ux0× lC, dont le support est contenu dans Y , et donc
co¨ıncide avec α en dehors de Z. Le prolongement est unique, puisque Z est
de codimension deux.
3.5 Un cas particulier : la transformation par rapport aux
p−plans.
Soit G(1, N) la grassmanienne des p−plans complexes, et IIPN ⊂ G(p,N)×
IPN la varie´te´ d’incidence; on note p1 et p2 les deux projections standard
p1 : IIPN → G(p,N) et p2 : IIPN → IPN . Remarquons que IIPN est lisse.
Soit U un ouvert line´airement p−concave de IPN , i.e. re´union de p−plans
complexes (pour p = N − 1, on dit simplement : line´airement concave). On
de´finit l’ouvert U∗ ⊂ G(p,N) comme l’ouvert correspondant aux p−plans
contenus dans U , et la varie´te´ d’incidence IU = p
−1
1 (U
∗) ⊂ U∗ ×U ; on note
encore p1 et p2 les deux projections standard p1 : IU → U
∗ et p2 : IU → U ,
ou pU1 et p
U
2 lorsqu’on a besoin de pre´ciser l’ouvert.
On ve´rifie :
i) dim(IU ) = dim(U
∗)+ p, la fibre p−11 (t) = {t}×Ht e´tant de dimension
p;
ii) p1 : IU → U
∗ est propre, puisque p−11 (K) = p1
IPN
−1
(K);
iii) p2 : IU → U est une submersion. En effet, soit (HP , P ) ∈ IU un
point quelconque, avec P ∈ U et HP ⊂ U un p−plan passant par P . On
se donne dans HP un (p − 1)−plan H
′ en dehors de P . On de´finit, sur un
voisinage ouvert UP de P dans U , un morphisme analytique : sP : UP → IU ,
avec p2 ◦ sP = IdUP , de la manie`re suivante : pour Q ∈ UP , sP (Q) est le
p−plan contenant H ′ et passant par Q. Alors, pour tout vecteur tangent
v a` U en P , v = dp2(dsP (v)), avec dsP (v) un vecteur tangent a` IU en
(HP , P ); dp2 : T(HP ,P ),IU → TP,U est donc surjective, ce qui e´quivaut, par le
the´re`me des fonctions implicites, comme (HP , P ) est un point re´gulier, a` dire
que p2 est localement trivialisable en (HP , P ). On a donc une submersion
analytique p2 : IU → U .
Par l’axiome du choix, il existe une section s de p2, i.e. une application
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s : U → IU telle que p2 ◦ s = IdU . Mais il n’existe pas en ge´ne´ral de section
continue.
Definition 7 On dit que U est continuˆment line´airement p−concave, si on
peut trouver une section s : U → IU continue.
Lemme 20 Supposons que U est continuˆment line´airement p−concave. Alors,
soit α un courant ∂−ferme´ de bidegre´ (N, p). α est ∂−exact ssi R(α) = 0.
De´monstration.
La preuve pour les formes lisses de´coule des formules de repre´sentation
inte´grale de Henkin-Gindikin (cf. [6]). Soit α un courant de bidegre´ (N, p).
Alors, α = ∂β+ψ, avec β un courant et φ une forme lisse de bidegre´ (N, p).
Alors R(α) = 0 implique a` R(ψ) = 0 donc φ = ∂µ, donc α = ∂(β + µ).
Lemme 21 Soit f une fonction me´romorphe sur ∆N , ou` ∆ est le disque
{z ∈ lC, z < 1}. Alors pour (z01 , . . . , z
0
i−1, z
0
i+1, . . . , z
0
N ) fixe´s dans un ouvert
Zariski-dense de ∆N−1, on peut conside´rer fi(zi) := (z
0
1 , . . . , z
0
i−1, zi, z
0
i+1, . . . , z
0
N )
me´romorphe par rapport a` la variable restante zi ∈ ∆. On suppose fi ra-
tionnelle lorsqu’elle est de´finie, pour chaque i, 1 ≤ i ≤ N . Alors f est
rationnelle.
De´monstration.
Le lemme a e´te´ montre´ pour N = 2 par W. Kneser ([11]). La de´monstration
s’adapte pour N plus grand.
Lemme 22 Soit U un domaine de IPN . Si U contient une droite complexe,
alors toute q−forme me´romorphe ψ de´finie sur U s’e´tend en une q−forme
rationnelle sur IPN .
De´monstration.
On se rame`ne aise´ment au cas d’une fonction me´romorphe, en e´crivant
ψ comme combinaison, a` coefficients me´romorphes, de formes rationnelles
e´le´mentaires dxi1 ∧ . . . ∧ dxiq , avec x1, . . . , xN un choix convenable de coor-
donne´es affines.
Le cas de la fonction me´romorphe peut se montrer de plusieurs manie`res.
Une est donne´e dans [5]. Une autre est base´e sur le fait que l’ouvert U
est pseudoconcave au sens d’Andreotti; on reverra cette notion plus loin.
La preuve la plus e´le´mentaire est base´e sur le lemme pre´ce´dent. Soit un
point P sur la droite complexe ∆ dont on suppose l’existence, et un hy-
perplan H ne contenant pas P . Choisir un syste`me de coordonne´es affines
ayant P comme origine et H comme hyperplan a` l’infini revient a` se donner
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N points dans H; a` savoir, les N points Pi(1 ≤ i ≤ N), intersection de
H avec les droites x1 = Cst, . . . , xi−1 = Cst, xi+1 = Cst, . . . , xN = Cst.
Choisissons ces N points dans H ∩ U , et de sorte que les N droites x1 =
0, . . . , xi−1 = 0, xi+1 = 0, . . . , xN = 0 soient contenues dans U (il suffit de
les choisir suffisamment proches de ∆ ∩ H). Alors, f est me´romorphe de
x1, . . . , xN dans un voisinage de l’origine, et elle est me´romorphe sur toutes
les droites x1 = x
0
1, . . . , xi−1 = x
0
i−1, xi+1 = x
0
i+1, . . . , xN = x
0
N , pour tout
(x01, . . . , x
0
i−1, x
0
i+1, . . . , x
0
N ) dans un ouvert de Zariski dense d’un voisinage
ouvert de 0 ∈ lCN+1; donc rationnelle. f s’exprime donc rationnellement en
fonction des coordonne´es affines (x1, . . . , xN ).
The´ore`me 2 Soit U ⊂ IPN un domaine line´airement 1−concave. Soit α
un courant de bidegre´ (q + 1, 1), localement re´siduel, sur U . Supposons
R(α) = 0. Alors, α se prolonge de manie`re unique a` un courant l. r. α˜ sur
IPN ; α˜ = ∂[ψ], pour une forme rationnelle ψ sur IPN .
De´monstration.
Tout d’abord, supposons que U soit continuˆment line´airement 1−concave,
et α ∂−ferme´. D’apre`s le lemme 20, on de´duit de R(α) = 0 que α = ∂β,
pour un certain courant β de bidegre´ (q + 1, 0). Alors β est de´fini par
une (q + 1)−forme holomorphe en dehors du support Y de α. De plus,
cette forme holomorphe doit se prolonger en une forme me´romorphe sur
U , d’apre`s le lemme 3. On note cette forme me´romorphe ψ. On a alors:
α = ∂[ψ] + (∂β − [ψ]), d’une part, et d’autre part sur chaque ouvert Ui
d’un recouvrement, α = ∂[ψi], car α est localement re´siduel. Sur Ui, on a
donc ∂[ψi − ψ] = ∂β − [ψ]; en particulier, [ψi − ψ + h] = (β − [ψ]) pour une
(q + 1)−forme holomorphe h sur Ui. Mais le courant ”valeur principale”
[ψi−ψ+h] est d’extension standard, le membre de droite nous montre qu’il
est nul en dehors de Y ; il est donc nul sur Ui. On a donc α = ∂[ψi] = ∂[ψ]
sur Ui.
D’autre part, on a vu que la forme me´romorphe ψ sur U se prolonge en
une forme rationnelle ψ˜ sur IPN . α˜ := ∂[ψ˜] est donc un prolongement de α.
Dans le cas ge´ne´ral, conside´rons une droite ∆ contenue dans U , et un
voisiange U∆ de ∆ continuˆment line´airement 1−concave. Alors, on obtient
un prolongement α˜∆ de αU∆. Mais α˜∆ = α sur U . En effet, si la diffe´rence
e´tait non nulle, son support, qui est un hypersurface analytique de U , devrait
rencontrer la droite ∆.
Pour la meˆme raison, le prolongement est unique.
The´ore`me 3 Soit U un ouvert de IPN line´airement p−concave. Soit α
un courant l. r. de bidegre´ (N, 1) dans U . Alors R(α) est me´romorphe
sur U∗. α est ∂−ferme´ ssi R(α) est holomorphe. On suppose que R(α)
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se prolonge me´romorphiquement dans un domaine U˜∗. Alors α se prolonge
dans U˜ comme courant l. r. .
Soit U ⊂ U˜ deux domaines line´airement 1−concaves. Soit a ∈ U . On
note IPaN−1 ⊂ G(1, N) l’ensemble des droites passant par a, et Da := U
∗ ∩
IPaN−1, et D˜a := U˜
∗ ∩ IPN−1,a. Soit Ua := ∪t∈Da∆t − {a}, U˜a := ∪t∈D˜a∆t −
{a}. On de´finit, pour tout point a ∈ U˜ , la projection pa : U˜a → D˜a, qui a`
un point P associe la droite qui la relie a` a.
Soit α un courant l. r. a` support dans l’ouvert line´airement 1−concave
U , de support Y . On se donne un point a en dehors du support de α. Alors
pa : Ua → Da, restreinte au support de α, est propre, et on peut de´finir son
image directe pa∗(α).
Lemme 23 pa∗(α) = R(α)Da
De´monstration.
On a R(α)Da = p1∗(p
∗
2(α)Ia), avec Ia := p
−1
1 (Da). Mais p2 : Ia → Ua
est inversible, d’inverse sa : Ua → Ia, x 7→ (pa(x), x). Donc R(α)Da =
p1∗(sa∗(α)) = (p1 ◦ sa)∗(α) = pa∗(α).
On choisit un syste`me de coordonne´es affines de IPN (x1, . . . , xn, y), n =
N − 1, tel que l’hyperplan a` l’infini coupe le support de α proprement. On
lui associe un syste`me de coordonne´es sur G(1, N) en e´crivant les e´quations
des droites sous la forme : xi = aiy+bi. Les droites pouvant s’e´crire de cette
manie`re sont les droites ne rencontrant pas le sous-espace de codimension
deux Y = Z = 0, ou` (X1, . . . ,Xn, Y, Z) est un syste`me de coordonne´es
projectives associe´. On pose x := (x1, . . . , xn), a := (a1, . . . , an).
En coordonne´es affines, on a pa(x, y) := x− ay.
Lemme 24 R(α) =
∑
I ucard(I)(a, b)da
I ∧ dbI
c
, avec:
uk(a, b) :=
∑
Pi
ResPiαy
k/(l1 . . . ln),
et les Pi sont les diffe´rents points d’intersection de la droite ∆a,b avec le
support de α, et li(x, y) := aiy + bi − xi.
De´monstration.
Ecrivons que R(α) est l’image directe par p1 : U
∗×U → U∗ du courant l. r.
resIUα ∧ dl1/l1 ∧ . . . ∧ dln/ln, avec li(x, y) = aiy+ bi− xi. D’apre`s ce qu’on
a vu du calcul de l’image directe, on obtient l’expression annonce´e.
De´monstration du the´ore`me 3 : Premie`re e´tape.
On suppose momentane´ment que :
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i) R(α) se prolonge en une forme holomorphe sur U∗, et
ii) U˜∗ ve´rifie la condition topologique suivante : les sections D˜a sont
contractibles.
Lemme 25 uk(a, b) se prolonge holomorphiquement dans D˜a pour tout k.
De´monstration.
On a sur U∗ : R(αyk) =
∑
I⊂{1,...,n} uk+card(I)da
I ∧ dbI
c
, pour tout k ≥ 0.
Comme R(αyk) est d−ferme´e sur U∗, on a ∂
∂bi
uk+n =
∂
∂ai
uk+n−1, pour tout
i, 1 ≤ i ≤ n.
L’hypothe`se que R(α) se prolonge holomorphiquement nous donne de´ja`
que u0, . . . , un se prolongent holomorphiquement dans U˜
∗; donc en partic-
ulier, sur D˜a pour tout a. Supposons que l’on ait prolonge´ un+k sur D˜a,
pour un certain entier k ≥ 0.
Conside´rons la forme diffe´rentielle holomorphe sur D˜a:
φk :=
n∑
i=1
∂aiun+kdbi.
Elle est d−ferme´e surDa, donc sur D˜a. D’apre`s l’hypothe`se de contractibilite´,
elle est donc d−exacte : φk = dvk, avec vk une fonction holomorphe sur D˜a.
Comme sur Da, elle est e´gale a` dun+k+1, on en de´duit que un+k+1, qui est
holomorphe sur Da, se prolonge holomorphiquement sur D˜a (vk+Cst). Par
re´currence, tous les uk(a, b), k ≥ 0 se prolongent holomorphiquement sur
D˜a.
Lemme 26 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, α se prolonge a` U˜ en courant
l. r. .
De´monstration.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, les uk(a, b) = pa∗(αy
k) se prolongent holomorphique-
ment dans les domaines D˜a. D’apre`s le the´ore`me sur les traces, la restriction
de α a` Ua se prolonge a` U˜a, en un courant αa.
D’apre`s le lemme ci-dessous, on a αaU∩U˜a = αU∩U˜a, donc on peut en fait
conside´rer le courant αa sur l’ouvert line´airement 1−concave U ∪ U˜a.
Conside´rons la famille des couples (V, αV ), avec V ⊂ U˜ un ouvert
line´airement 1−concave contenant U , et αV un prolongement l.r. de α
sur V , avec la relation d’ordre naturelle (si V ⊂ V ′, alors la restriction de
αV ′ a` V co¨ıncide avec αV ). Alors, cette famille admet un e´le´ment maximal,
d’apre`s le lemme de Zorn.
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Soit (W,αW ) un tel e´le´ment maximal. D’apre`s ce qui pre´ce`de, tout coˆne
U˜x a` sommet x dans W est contenu dans W .
Conside´rons un ouvert line´airement 1−concave W ⊂ U˜ , tel que pour
tout x ∈ W , le coˆne U˜x soit inclus dans W . Alors V = U˜ . En effet, W
∗
est ouvert dans U˜∗. Mais W ∗ est de plus ferme´ dans U˜∗. Soit en effet un
point t ∈ U˜∗ sur la frontie`re de W ∗, correspondant a` une droite ∆t. Alors,
∆t doit rencontrer W (sinon on pourrait trouver un voisinage ouvert de t
disjoint de W ∗). Soit P ∈ ∆t ∩W . Alors, W contient le coˆne forme´ des
droites passant par P et contenues dans U˜ , et donc en particulier ∆t. Par
conse´quent, t ∈ W ∗. Comme U˜∗ est connexe, on a donc W ∗ = U∗, donc
W = ∪t∈W ∗ = U˜ .
Lemme 27 αaU∩U˜a = αU∩U˜a.
De´monstration.
Il s’agit de montrer que le courant αa, de´finit sur U˜a, ne de´pend pas de
a : αa = αa′ sur U˜a ∩ U˜a′ . Rappelons que αa est le re´sidu de la forme
me´romorphe Ψa := ra(x, y)dx ∧ dy/Pa(x, y). Si on conside´re les uk et les ai
qui entrent dans l’expression de Ψa comme des fonctions me´romorphes sur
U˜∗, on voit qu’on peut conside´rer Ψa comme une forme me´romorphe sur
IU˜ . Comme par ailleurs ∂[Ψa] = p
∗
2(α) sur IU , on en de´duit qu’on a aussi
∂[Ψa] = p
∗
2(α˜) sur IU˜ , pour un courant l.r. α˜ sur U˜ . Cela signifie que lorsque
l’on change a, le re´sidu de la forme me´romorphe Ψa, ∂[Ψa] = αa, ne change
pas.
Deuxie`me e´tape : supression de la condition topologique sur U˜ .
On fait le meˆme raisonnement que ci-dessus. Supposons donne´ un ouvert
V ⊂ U˜∗ tel qu’on ait prolonge´ le courant α comme courant l.r. sur ∪t∈V∆t.
Alors si V 6= U˜∗, on prend un point t de la frontie`re de V dans U˜∗, un
voisinage ouvert Vt de t dans U˜
∗, dont les sections sont contractibles, et on
prolonge α comme courant l.r. dans V ′t := ∪s∈Vt∆t. On a donc prolonge´ α
sur (V ∪ Vt)
′. D’apre`s Zorn, il existe un ouvert V maximal, i.e. tel qu’on
ne puisse plus prolonger α sur W ′, avec V ⊂ W ⊂ U˜ . Un tel ouvert est
ne´cessairement e´gal a` U˜ .
Troisie`me e´tape : cas du prolongement me´romorphe.
On suppose maintenant juste queR(α) se prolonge me´romorphiquement.
Alors, l’ensemble polaire Z∗ de R(α) dans U˜∗ correspond aux droites ren-
contrant un certain sous-ensemble analytique Z de codimension deux dans
U˜ . U˜ − Z est line´airement 1−concave, U˜ − Z
∗
= U˜∗ − Z∗ est connexe,
on peut donc appliquer le the´ore`me dans le cas du prolongement holomor-
phe, et trouver un prolongement α˜ l.r. de α dans U˜ − Z. Le the´ore`me
de Remmert-Stein permet de prolonger le support Y˜ de α˜ a` travers Z; on
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notera le prolongement encore Z˜. Il reste donc a` prolonger α˜ a` travers Z˜,
graˆce a` notre hypothe`se de prolongement me´romorphe.
Lemme 28 Soit D un domaine de lCn. Conside´rons une fonction holomor-
phe f en dehors d’une hypersurface analytique T ⊂ D. Si df est me´romorphe
sur D, f se prolonge me´romorphiquement sur D.
De´monstration.
La question est locale. D’apre`s le the´ore`me de Hartogs, il suffit de prolonger
me´romorphiquement f au voisinage des points re´guliers de T . On peut donc
supposer T de la forme {y = 0}, avec des coordone´es affines (x1, . . . , xn−1, y).
On peut supposer f holomorphe dans une couronne K := D × {z < ǫ} −
{z ≤ η, η < ǫ}. Alors, f peut s’e´crire sur K comme f = f+ − f−, avec
f+ =
∑
k≥1 u−k(x)y
k−1, f− =
∑
k≥0 uk(x)/y
k+1, avec
uk(x) := 1/2iπ
∫
y=ρ
f(x, y)yk(η < ρ < ǫ)
holomorphes sur D. Dire que f se prolonge me´romorphiquement sur D ×
{z ≤ ǫ} revient a` dire que ymf se prolonge holomorphiquement pour un cer-
tain m, donc que f− comporte un nombre fini de termes non identiquement
nuls. Remarquons graˆce a` la convergence uniforme, on peut de´river sous le
signe somme. On obtient donc fy(x, y) =
∑
k∈ZZ u−k−1(x)ky
k−1 sur K.
Supposons que df se prolonge me´romorphiquement sur D × {z ≤ ǫ}.
Alors, il en est de meˆme de fz. On en de´duit que seuls un nombre fini des
ui, i ≥ 0 sont non identiquement nuls. Par conse´quent, f aussi se prolonge
me´romorphiquement.
Le lemme pre´ce´dent nous permet de montrer, suivant la technique em-
ploye´e ci-dessus, que les uk(a, b) se prolongent me´romorphiquement sur Da,
pour tout entier k ≥ 0. Le lemme 19 permet alors de prolonger α˜ a` travers
Z dans U˜ , en utilisant plusieurs centres de projection. Ceci termine la
de´monstration.
Corollaire 2 Supposons R(α) rationnel. Alors, α se prolonge en un courant
l.r. sur IPN .
4 Une variante d’un the´ore`me de Rothstein.
Conside´rons deux boules ouvertes dans l’espace lCN , contenues l’unes dans
l’autre : B ⊂ B′. On se donne un sous-ensemble analytique de dimension
pure n ≥ 2 dans B′−B. Le the´ore`me de Rothstein dit que ce sous-ensemble
se prolonge en un sous-ensemble analytique de B′.
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Montrons comment le the´ore`me pre´ce´dent d’inversion pour la transfor-
mation d’Abel-Radon permet de montrer une variante du the´ore`me de Roth-
stein.
Cette variante est une ge´ne´ralisation du lemme 22 ci-dessus.
The´ore`me 4 Soit U un domaine line´airement 1−concave de l’espace pro-
jectif IPN . Supposons que U contient un 2−plan complexe. On se donne un
courant α l. r. de type (N, 1) dans U . Alors, α se prolonge dans IPN en
courant l.r. .
Nous aurons besoin de la notion de pseudoconcavite´ au sens d’Andreotti.
Un varie´te´ analytique connexe X est pseudoconcave au sens d’Andreotti s’il
existe un domaine U ⊂ X tel que pour tout point de la frontie`re x ∈ ∂U ,
pour tout voisinage ouvert Ux de x dans X, toute fonction holomorphe sur
Ux − U est holomorphe en x. Il suffit pour ve´rifier cette proprie´te´, d’apre`s
Hartogs, d’exhiber un disque analytique D de X, tel que D ∩ U = {x}.
Lemme 29 Soit U ⊂ IPN un domaine line´airement 1−concave. Supposons
que U contienne un 2−plan complexe. Alors si l’ouvert U∗ ⊂ G(1, N) est
connexe, il est pseudoconcave au sens d’Andreotti.
De´monstration.
On conside`re les Uǫ de´finis par x0
2+. . .+xN−3
2−ǫ(xN−2
2+xN−1
2+xN
2) <
0, ou` x0 = x1 = . . . = xN−3 = 0 sont les e´quations du 2−plan. Ces domaines
forment pour ǫ > 0 un syste`me fondamental de voisinages du 2−plan. Soit
Uη un tel domaine contenu dans U .
Conside´rons le domaine V := U∗η ⊂ G(1, N). On se donne un point de
la frontie`re t ∈ ∂V . Alors, la droite correspondante n’est pas contenue dans
Uη. Elle coupe donc la frontie`re, en un certain point x ∈ Uη. On conside`re
un 2−plan H, contenant la droite ∆, et contenu dans Uη. On se donne un
point y de H en dehors de ∆. Alors, on conside`re les droites Dz reliant
y et z, pour z ∈ ∆. Alors, pour z 6= x, Dz est contenu dans Uη, puisque
H −{x} ⊂ Uη. On a donc un IP1 ⊂ V , qui ne rencontre V qu’au point t, ce
qui montre la pseudoconcavite´, d’apre`s ce qu’on a vu.
De´monstration du the´ore`me. Soit U un domaine de l’espace projectif
IPN , contenant un 2−plan complexe. La transforme´e R(α) est me´romorphe
sur U∗. P. Dingoyan ([2]) a montre´ que toute fonction me´romorphe sur un
ouvert pseudoconcave d’un varie´te´ alge´brique est rationnelle. Comme U∗ est
pseudoconcave au sens d’Andreotti, on en de´duit que R(α) est rationnelle.
D’apre`s le corollaire ci-dessus, α se prolonge sur IPN en un courant locale-
ment re´siduel.
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5 Questions ouvertes.
1. On pourrait ge´ne´raliser le the´ore`me 3, en ne supposant pas a priori que
R(α) se prolonge dans un domaine de la forme U˜∗, pour U˜ ⊂ IPN contenant
U . Le the´ore`me deviendrait alors : si R(α) se prolonge dans un doamine D
contenant U∗, alors α se prolonge dans D′ := ∪t ∈ D∆t comme courant l.r..
A fortiori, R(α) se prolongerait alors dans l’”enveloppe” de D, i.e. D′∗.
2. Si B est juste pseudoconvexe dans IP3 (mais pas lC−convexe), on
aimerait avoir un exemple tel que α de bidegre´ (3, 1) dans le comple´mentaire
deB qui ne se prolonge pas. B doit rencontrer toutes hypersurfaces alge´briques.
Il suffirait de trouver une hypersurface de U = IP3 −B non alge´brique.
3. On se donne un ouvert line´airement 2−concave U ⊂ IPN un courant
l.r. de bidegre´ (N, 2) dans U . On suppose R(α) = 0. On pourrait de´duire
de ce qui pre´ce`de l’existence d’un prolongement l.r. α˜ a` IPN , si l’on pouvait
montrer que dans U , le fait que α est ∂−exact implique α = ∂β, avec β l.r.
dans U .
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